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Аннотация. Рассматривается конечномерная (дискретная) модель — си-
стема дифференциальных уравнений, описывающая генерацию излучения 
в квантовом генераторе. Предполагается, что в пределах одной моды резо-
натора излучают две линии активного вещества. Получены оценки области 
диссипативности системы. При этом были использованы второй метод Ля-
пунова, приемы Н.Г. Четаева и Г.А. Леонова.
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Summary. A finite–dimensional (discrete) model is considered — a 
system of differential equations describing the generation of radiation in 
a quantum generator. It is assumed that two lines of the active substance 
radiate within the same resonator mode. Estimates of the dissipation 
range of the system are obtained. At the same time, the second Lyapunov 
method, the techniques of N.G. Chetaev and G.A. Leonov were used.

Keywords: generalized Lorentz system, four-dimensional phase space, 
dissipativity domain.

DOI 10.37882/2223-2966.2024.7.10

Введение

Детерминированный хаос — одно из  открытий 
второй половины XX века. Пионерской работой 
в  этом направлении была статья американского 

метеоролога Э. Лоренца [1], в которой была рассмотрена 
нелинейная трехмерная математическая модель конвек-
тивного течения жидкости в  плоском слое весьма про-
стого вида, но демонстрирующая в численных расчетах 
сложное поведение траекторий. Статья. по началу, была 
воспринята в  научном сообществе с  осторожностью, 
ибо, если и  не противоречила качественной теории 
дифференциальных уравнений, то, по крайней мере, мо-
делей с  таким сложным поведением было мало. Кроме 
того, приведенные в статье результаты обратили на себя 
внимание тем, что достаточно адекватно отражали фи-
зические эксперименты по  конвективному течению 
жидкости и  связывались с  явлениями турбулентности. 
К  настоящему времени, исследований, посвященных 
этой модели сотни, и она заняла почетное место в ряду 
классических. Изучению подверглись и  многочислен-
ные обобщения системы Лоренца, связанные с другими 
физическими явлениями, а также в целом многочислен-
ные конечномерные модели, систем с  распределенны-
ми параметрами. 

Обобщенная модель Лоренца

В  настоящей статье рассматривается одно из  обоб-
щений системы Лоренца. Это — система укороченных 
уравнений в безразмерных переменных, описывающая 

одномодовую генерацию излучения в  квантовом гене-
раторе. Предполагается, что в пределах одной моды ре-
зонатора излучают две линии активного вещества 
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Здесь x  — амплитуда электрических колебаний поля, 
y  — мнимая часть поляризации, z2 — вещественная 
часть поляризации, z1 — полусумма числа активных ча-

стиц. Параметры d
Q

= �w t0 2

2
безразмерная постоянная 

затухания поля в  резонаторе, r I Q h= 4 1 2 0
2p t t m  — па-

раметр накачки, b = t
t

2

1

; w0  — частота излучения, I  — ин-

тенсивность накачки активной среды, t2 — время релак-
сации поляризации, определяющее ширину 
спектральной линии, t1 — время релаксации населенно-
сти уровней; m0 — матричный элемент дипольного мо-
мента частиц среды, взаимодействующих с излучением; 
Q  — добротность резонатора; x — отстройка линий соб-
ственных частот атомов от центральной частоты.
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Модель (1) впервые была анонсирована в  работе 
А.Н.  Ораевского [2]. В  статье [3] проведено численное 
исследование различных режимов генерации. 

Отметим два простейших свойства модели (1). 

1. Она симметрична по отношению к замене:

x x® � , y y® � ,  z z2 2® � ,  z z1 1® .

2. Ее фазовый объём равномерно сжимается, так как 
дивергенция векторного поля F , задаваемого 
правыми частями уравнений (1) отрицательна [4]:
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Отсюда заключаем, что объём притягивающего мно-
жества нулевой.

Систему (1) перепишем в  других переменных. Для 
этого положим 
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Отметим, что при x = 0  собственная частота резона-
тора совпадает с  частотой слившихся в  одну линий из-
лучения. Это случай строгого резонансного взаимодей-
ствия поля со средой. Система (2) при этом редуцируется 
в  классическую систему Лоренца и  уравнение 
dz
dt

z2
2= � .  Ясно, что компонента z2  с течением време-

ни исчезает: z t z e zt
2 2

0
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Несложно убедиться, что в пространстве параметров 
системы (2) d r b, , ,x  плоскость r = 1 является бифурка-
ционной, так как:

1) при r < 1 не  выполняются пороговые условия ге-
нерации — система имеет одно устойчивое по Ляпунову 
положение равновесия

C x y z z0 1 1 1 20 0 0 0= = = =( ), , , ,

отвечающее отсутствию генерации излучения,

2) при r > 1 возникают условия самовозбуждения ге-
нератора и в системе (2) возникают три положения рав-
новесия, два из которых
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отвечают режимам генерации постоянной амплитуды 
и  различаются фазой поля. Проводя линейный анализ, 
несложно показать, что положения равновесия C1 2,  
устойчивы по  Ляпунову, при этом положение равнове-
сия C0 становится неустойчивым (седловой особой точ-
кой).

Перейдём теперь к доказательству диссипативности 
[4] системы (2). Для этого введём в  рассмотрение обо-
значения
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и множества

F G1 1 1 1 2 1 1 1 2 1= ( ) Ј >{ }x y z z x y z z x, , , , , , ,W a ,

 F G2 1 1 1 2 1 1 1 2 1= ( ) Ј < �{ }x y z z x y z z x, , , , , , ,W a .

Заметим, что уравнению W const=  при фиксирован-
ном значении параметра g > 0  отвечает в фазовом про-
странстве системы (2) семейство эллипсоидов, центр 
симметрии которых сдвинут по оси 0 1z  и определяется 
значением параметра q q qО [ ]� +, . При  g ® +  урав-
нение W = G  определяет цилиндрическую поверх-
ность с образующей осью 0 1x .

Утверждение 1. Для любой фазовой траектории 
x x t1 2= ( ), y y t1 2= ( ), z z t1 1= ( ) , z z t2 2= ( )  системы 
(2) имеет место неравенство:
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Доказательство. Нетрудно убедится, что для функ-

ции W x y z z1 1 1 2, , ,( )  и  её производной dW
dt

, вычислен-
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ной в  силу дифференциальных уравнений системы (2), 
справедлива следующая цепочка неравенств:

dW
dt

d x d r x y y

+ =

= � �( ) + + +( ) �йл щы � �( ) �

2

1 11
2 2

1 1 1
2

l

l g x q g l

W

� +( ) �( ) � �( ) � �( ) Ј

Ј � +( ) �( ) � �

1 1 2

1

2
1
2

2
2

1

2
1
2

x g l g l q l

x g l q

b z z b z

b z b 22 21l l( ) Јz G.

Отсюда вытекает, что для произвольной траектории 
x t1( ), y t1( ), z t1( ) , z t2 ( )  выполняется
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Последнее неравенство эквивалентно следующему

d
dt
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Интегрируя это неравенство от 0 до t1 окончательно 
получаем
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Полученное неравенство выполняется для любого 
t1 0і . Это и доказывает утверждение 1. 

Замечание. Использованный, при доказательстве 
утверждения 1, прием неоднократно применялся Г.А. Ле-
оновым (см., например,[5]), в статье [6] также использо-
вался этот прием.

Утверждение 2. Если при некотором t фазовая точка 

системы (2) находится в  множестве F1 , то 
dx t

dt
1 0
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если в множестве F2 , то 
dx t
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Доказательство. Рассмотрим первую часть утверж-
дения. Пусть при некотором t фазовая точка 
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из  первого уравнения системы (2) следует, что 
y t x t1 1( ) і ( ) > a . Оценим теперь значение функции 
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Полученное противоречие доказывает первую часть 
утверждения 2. 

Аналогично доказывается и вторая часть.

Следствие. Из  доказанных утверждений вытекает 
ограниченность всех решений системы (1) на промежут-
ке 0,+[ ]  и справедливость оценки на амплитуду элек-
трических колебаний поля
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Заключение 

Приведенные утверждения могут быть использова-
ны для анализа режимов генерации в квантовых генера-
торах, в частности, при исследовании устойчивости ре-
жимов стационарной генерации, описываемые моделью 
(1) [7,8].
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