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Аннотация. В  данной статье рассматриваются различные классы обык-
новенных дифференциальных уравнений 2-го порядка — степенного, 
полиномиального и  дробно-полиномиального вида. С  помощью метода 
дискретных инвариантов и  их обобщений проинтегрированы несколько 
трёхпараметрических классов обыкновенных дифференциальных уравне-
ний со степенными и полиномиальными правыми частями, а также (впер-
вые) четырёхпараметрический класс уравнений с дробно-полиномиальны-
ми правыми частями.
Указан путь «размножения» найденных разрешимых подклассов уравне-
ний по дискретной группе преобразований в классе дробно-полиномиаль-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений и получения новых раз-
решимых подклассов уравнений.

Ключевые слова: обыкновенное дифференциальное уравнение, точное ре-
шение обыкновенного дифференциального уравнения, дискретная группа 
преобразований, группа диэдра, инвариант дискретного преобразования, 
конкомитант, классы степенных, полиномиальных и дробно-полиномиаль-
ных дифференциальных уравнений.

Введение

Дискретные группы преобразований для обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 
были открыты В.Ф. Зайцевым в 70-х годах прошло-

го столетия. Разработанный им дискретно-групповой 
анализ (ДГА) ОДУ был опубликован в его первых, депо-
нированных, монографиях [1, 2].

ДГА ОДУ дал плоды: были получены точные решения 
первых сотен новых дифференциальных уравнений, 
принадлежащих исследуемым классам уравнений [3].

Один из первых классов уравнений, исследованный 
В.Ф. Зайцевым достаточно полно, — это трёхпараметри-
ческий класс обобщённых уравнений Эмдена-Фаулера 
(ОУЭФ):
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k l

x
m″ ′= ( ) ,                               (1)

для которого в  результате применения ДГА были полу-
чены точные решения 99 уравнений и подклассов урав-
нений.

В работе [4] степенной класс уравнений (1) был обоб-
щён введением четвёртого параметра « n »:
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Методом «размножения» интегрируемых случаев 
класса уравнений (1) в работе [4] были найдены несколь-
ко сотен разрешимых уравнений и подклассов в классе 
уравнений (2). Стоит отметить, что среди них оказались 
и 18 новых разрешимых ОУЭФ (1) [4, 5], точные решения 
которых опубликованы в  справочнике [6]. Таким об-
разом, для получения этих 18 разрешимых уравнений, 
помимо метода «размножения», использовался также 
метод «вложения» класса уравнений (1) в расширенный 
класс уравнений (2).

Кроме метода «размножения», для получения точных 
решений ОДУ используется также метод дискретных ин-
вариантов. С его помощью были проинтегрированы не-
сколько подклассов классов уравнений 2-го порядка (1) 
и  (2), инвариантных относительно некоторых дискрет-
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ных преобразований, а  также их обобщения [3, 7-12]. 
Рассматривались также и  мультипликативные уравне-
ния 2-го и 3-го порядков, в том числе и с произвольными 
функциями.

В данной статье с  помощью обобщения дискретно-
инвариантного преобразования, понижающего порядок 
уравнений, впервые был получен разрешимый четырёх-
параметрический класс уравнений дробно-полиноми-
ального вида. Ранее был найден лишь трёхпараметриче-
ский интегрируемый класс уравнений степенного вида [7].

Также в  статье найдены два новых интегрируемых 
трёхпараметрических класса уравнений с полиномиаль-
ными правыми частями.

Инвариант преобразования Лежандра

Рассмотрим известное преобразование Лежандра, 
которое является образующей дискретной циклической 
группы 2-го порядка:

l: x y x ′ , y xy yx ′ � , l E2 = ,          (3)

где E — тождественное преобразование.

Это дискретное преобразование замкнуто в  классе 
уравнений (2). Обозначим класс уравнений (2) вектором 
параметров: k l m n A, , , |( ). Тогда 

l: k l m n A m n k l
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Если приравнять соответствующие параметры в  (4), 
то получится l-инвариант в классе уравнений (2) с точно-
стью до коэффициента:
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Исследуем преобразование 

Kl: q = y
x

x′ , V x
y

y yx= �′ ,                      (6)

являющееся l-конкомитантом — согласованным со-
вместным инвариантом преобразования l. Преобразо-
вание (6) является инвариантным относительно l с точ-
ностью до инверсии.

Найдём уравнение, которое с  помощью преобразо-
вания (6) приводится к  уравнению с  разделяющимися 
переменными

V VA k l
q q= .                                   (7)

Для этого из (6) найдем Vq:
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Подставив (6) и (8) в (7), получим уравнение с дробно-
полиномиальной правой частью:
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Класс уравнений (9) с  помощью конкомитанта (6) 
приводится к  классу уравнений с  разделяющимися пе-
ременными (7).

Для конкомитанта Kl (6) можно найти обратное пре-
образование:
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Если в (10) подставить общее решение уравнения (7), 
то получим общее решение уравнения (9).

Этот результат обобщается: вместо уравнения (7) 
можно взять произвольное разрешимое уравнение 1-го 
порядка

V f Vq q= ( ), .                                   (11)

Тогда вместо (9) получим уравнение
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общее решение которого есть композиция преобразо-
вания Kl

�1(10) и общего решения уравнения (11).

Нахождение разрешимого 
четырёхпараметрического класса ОДУ  

2-го порядка

 В работе [7] был найден конкомитант

Kr: q = xy , V xy y
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2

                      (13)

относительно преобразования r : x y .

С помощью конкомитанта (13) точный r-инвариант 
в классе уравнений (2) приводится к уравнению с разде-
ляющимися переменными [7].

Конкомитант Kr (13) допускает обобщение:
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С помощью преобразования (14) трёхпараметриче-
ский подкласс класса уравнений (2) также приводится 
к уравнению с разделяющимися переменными:
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Позже для преобразования (14) удалось найти обрат-
ное преобразование [8], благодаря чему было найдено 
общее решение трёхпараметрического класса уравне-
ний (15).

Рассмотрим обобщение преобразования (14):

q = x yk l, V y xy yx
m

x
n= ( ) ( )�′ ′ .            (16)

Перебирая различные функции f  в уравнении с раз-
деляющимися переменными (11), удалось найти функ-

цию f A
V

Vq q,( ) =  — такую, что к уравнению

V A
Vq
q= .                                      (17)

с помощью преобразования (16) приводится четы-
рёхпараметрический класс уравнений:

y

y y xy y xy

xy

Al
m n

x k
l

y

xx

k l
x

m
x

n
x

″

′ ′ ′

=

=
� +

+

( ) ( ) ж
и
з ц

ш
ч� � � �2 1 2 1 1 2 1 2

′′x
m

m n
y�

+

.  (18)

Сделаем замену в показателях: 2 1k k� ® , 2 1l l� ®
, 1 2� ®m m, 1 2� ®n n.

Тогда получается следующий результат: четырёхпа-
раметрический класс уравнений с  дробно-полиноми-
альными правыми частями
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с помощью преобразования
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приводится к  уравнению с  разделяющимися перемен-
ными

V A
Vq
q= .                                (21)

Разрешимые трёхпараметрические 
подклассы класса уравнений (19) степенного 

и полиномиального вида

Дробно-полиномиальный класс уравнений (19) пре-
вращается в полиномиальный в частных случаях, когда 
знаменатель в  правой части (19) сокращается с  одним 
из множителей числителя.

Это происходит в одном из четырёх случаев:
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3)	 m = 1;
4)	 2 0� � =m n , т.е. n m= �2 .

В случае 1) получается приведенный в (15) трёхпара-
метрический класс уравнений.

В случае 2) имеем следующий результат: класс урав-
нений 
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с помощью преобразования 
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приводится к уравнению (21)

В случае 3) класс уравнений (при замене k k® + 1)
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с помощью преобразования 
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приводится к  уравнению с  разделяющимися перемен-
ными (21).

В случае 4) класс уравнений (при замене l l® + 1)
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с помощью преобразования 
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также приводится к уравнению (21).
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Отметим, что трёхпараметрический подкласс в  (15) 
класса уравнений (19) имеет степенной вид, а  (22), (23) 
и (24) — полиномиальный.

«Размножение» полученных результатов

В статье [13] был проведён ДГА класса ОДУ 2-го по-
рядка дробно-полиномиального вида:
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Для класса уравнений (25) была найдена дискретная 
группа (диэдра) преобразований, замкнутых в этом клас-
се уравнений:

D6
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r h hr E2 6 2= = ( ) = ,
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Поскольку класс уравнений (19) принадлежит обще-
му классу дробно-полиномиальных уравнений (25), то 
к  нему применима дискретная группа преобразований 
D6 (26) 12-го порядка. Следовательно, с помощью преоб-
разований группы D6 из разрешимого класса уравнений 
(19) можно найти ещё 11 разрешимых четырёхпараме-
трических классов уравнений. Аналогичное можно ска-
зать о трёхпараметрических классах уравнений (15), (22), 
(23) и (24).

Заключение

В данной статье впервые проинтегрирован четырёх-
параметрический класс ОДУ 2-го порядка дробно-по-
линомиального вида, а также его трёхпараметрические 
подклассы степенного и  полиномиального вида, один 
из которых был найден ранее [7].

«Размножение» полученных разрешимых классов 
уравнений (19), (15), (22), (23), (24) по найденной дискрет-
ной группе 12-го порядка — это ближайшая перспекти-
ва дальнейших исследований в данном направлении.
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