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Аннотация. Современные вычислительные системы обладают активно 
развивающейся областью квантовых компьютеров и  алгоритмов. Одним 
из  наиболее перспективных в  прикладном применении является кванто-
вый поисковый алгоритм Гровера. На  сегодня уже существует описание 
алгоритма и оценка его вычислительной сложности — показывающей тео-
ретическое превосходство квантового алгоритма над классическим вычис-
лительным процессом, однако нет оценок, позволяющих максимизировать 
точность результатов. В  статье приводится подробное изложение фунда-
мента математического моделирования квантового поискового алгоритма 
Гровера, примеры реализации на  малых наборах кубит вычислительной 
системы, а  также проводится экспериментальная оценка оптимального 
количества обращений к этапам алгоритма. Показано, что тенденция носит 
нетривиальную, хаотическую закономерность и обладает выбросами.

Ключевые слова: квантовые компьютеры, алгоритм Гровера, квантовые вы-
числения.
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Summary. Modern computing systems have an actively developing 
field of quantum computers and algorithms. One of the most promising 
applications is Grover’s quantum search algorithm. Today, there is already 
a description of the algorithm and an assessment of its computational 
complexity — showing the theoretical superiority of the quantum 
algorithm over the classical computational process, however, there are no 
estimates that maximize the accuracy of the results. The article provides 
a detailed description of the foundation of mathematical modeling of 
Grover’s quantum search algorithm, examples of implementation on 
small sets of qubits of a computing system, as well as an experimental 
assessment of the optimal number of calls to the stages of the algorithm. 
It is shown that the trend has a non-trivial, chaotic pattern, and has 
outliers.
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Введение

Открытие человечеством квантовых эффектов 
и явлений сопровождалось активным развитием 
вычислительных технологий, что закономерно 

породило возникновение технологий квантовых вычис-
лений и алгоритмов. Опираясь на явления квантовой ме-
ханики, эти алгоритмы стремятся достигнуть квантового 
превосходства — преодоления порога вычислительно 
сложных или нерешаемых задач, вызванного экстре-
мальной мощностью обозримых вариантов, рассматри-
ваемых при решении [1].

Среди прочих алгоритмов [2–4] очевидное практи-
ческое приложение имеет алгоритм Гровера. Алгоритм 

известен так же под названием поисковый алгоритм Гро-
вера — что отражает его цель: определение комбина-
ции входных состояний, реализующей у  целевой функ-
ции заданное состояние. Алгоритм может применяться 
в задачах поиска записей в несортированной базе дан-
ных — когда применение алгоритмов бинарного поиска 
невозможно, и поиск выполняется полным перебором.

В основе алгоритма лежит последовательное ци-
кличное применение двух функциональных блоков — 
квантового оракула и  блока инверсии относительно 
среднего (так же известного, как диффузор). Количество 
применений определяется априорными представления-
ми о мощности пространства входных состояний и мощ-
ности множества искомых элементов [5]. 
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Математическое моделирование

Математический подход к  моделированию кванто-
вых алгоритмов основывается на  представлении носи-
теля квантовых вычислений — квантового бита (кубита) 
в виде вектора состояния в Гильбертовом пространстве:
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где a и b — амплитуды вероятностей, описывающих со-
стояние кубита в определенный момент.

Для моделирования квантовых систем и алгоритмов 
над ними количество амплитуд вероятностей, составля-
ющих вектор состояния, расширяется по показательно-
му закону: система из N кубит описывается вектором, со-
стоящим из 2N  элементов [6]. 

Для упрощения описания состояний кубита принято 
применение систем базисных состояний — самой про-
стой является пара состояний | 0 и | 1. В векторном виде 
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любое выражение вектора состояния кубита представи-
мо в виде:
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В квантовых алгоритмах для изменения вектора со-
стояния кубита применяется оператор, называемый 
квантовым вентилем. Математическое моделирование 
квантового вентиля воплощается в виде линейных уни-
тарных эрмитовых операторов. Для манипуляций с  од-
ним кубитом вентили представляются в  виде матриц 
размерности 2х2. Среди основных квантовых вентилей 
можно привести вентили Паули, Адамара, единичный 
вентиль. Матричное представление вентилей Паули свя-
зывается с  операциями вращения вокруг осей в  трех-
мерном пространстве. 
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Такой вентиль называют вентилем Паули-Х, и его пре-
образование часто связывают с  логической унарной 

операцией отрицания — вентиль переводит кубит из со-
стояния 0  в состояние 1  и наоборот:
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Для управления многокубитными вентилями матри-
цы расширяются с  применением произведения Кроне-
кера. Так, применение вентиля Паули поворота вокруг 
оси ОХ для системы из двух кубитов реализуется с при-
менением матрицы 4х4 вида:
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Стоит отметить, что не  все вентили многокубитных 
систем могут быть получены с применением произведе-
ния Кронекера по отношению к матрицам базовых одно-
кубитных вентилей. Среди таких вентилей можно выде-
лить множество «контролирующих» вентилей. Принцип 
работы таких вентилей подобен работе транзисторов — 
в системе кубит возникает зависимость состояния одно-
го кубита от состояния второго — появляется квантовая 
запутанность. Простейшие вентили, реализующие такие 
операции — это вентиль «CX» и «CZ». Матрицы их опера-
торов приведены ниже:
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Зависимость состояний выражается в условии «Если 
состояние первого кубита 1  — выполни операцию над 
вторым кубитом. Иначе не  выполняй». Таким образом, 
подача системы двух кубитов в состояниях 1 1  на вен-
тиль CX  переведет систему в состояние 1 0 .

Алгоритм Гровера состоит из двух этапов — на пер-
вом состояние квантовой системы переводится в равно-
вероятностное — для этого применяют вентили Адама-
ра. Таким образом, реализуется возможность к 
одновременной обработке 2N  состояний. На втором эта-
пе происходит цикличный процесс увеличения амплиту-
ды вероятности целевого значения. [7] Для этого приме-
няются последовательно операции воздействия 
функцией — оракулом, и  инверсии амплитуд относи-
тельно среднего. Второй этап исполняется такое количе-
ство раз, которое приводит к наибольшему вероятност-
ному распределению искомого состояния, не 
превышающее мощности множества исходных состоя-
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ний — в противном случае алгоритм не несёт ценности и 
полный перебор выполняется быстрее.

Оракулом в  квантовых алгоритмах называется аб-
страктная функция, реализующая определенное пре-
образование. В  алгоритме Гровера оракул выполняет 
инверсию амплитуды вероятности разыскиваемого со-
стояния.

Работу алгоритма можно рассмотреть на  примере 
применения оракула, исполненного с применением вен-
тиля CZ. Вентиль инвертирует амплитуду состояния 1 1 , 
то есть такой оракул соответствует логическому опера-
тору конъюнкции — то есть прикладная задача, соответ-
ствующая реализации алгоритма Гровера с применени-
ем такого оракула может быть выражена прикладной 
целью, выраженной как «определить, при каких значе-
ниях переменных булева функция конъюнкции прини-
мает состояние 1?».

Реализация операции инверсии относительно сред-
него основана на преобразовании:

x x xинв = �2 ,

где x  — изначальный вектор,
x  — среднее значение вектора,
xинв — инвертированный вектор.

В контексте реализации в матричном представлении 
операция инверсии относительно среднего представля-
ется через выражение:

′ = �( )X A I X2 ,

где  X  — изначальное состояние,
A — матрица средних значений,
I  — единичная матрица,
X ’ — инвертированное состояние.

С применением вентилей на примере двухкубитной 
системы реализация доступного выражения I A� 2  нахо-
дит воплощение в конструкции вида:
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Учтём, что квантовые вентили являются унитарными 
и эрмитовыми. Тогда справедливо:

H H IX Xs s = 2 2� .                              (2)

В то же время:
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Подставим (2) и (3) в (1):
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Реализация алгоритма по этапам: 
1. Изначальное состояние квантовой системы 00  

переводится в  равновероятностное, путем при-
менения вентилей Адамара к каждому кубиту:
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2. Равновероятностное состояние подаётся в  ора-
кул:
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Соответственно, одноразовое обращение к циклу ин-
версий с применением оракула и относительно средне-
го привело к  100 % вероятности выходного искомого 
состояния 11 .

Для оценки количества итераций алгоритма приме-
няется вывод через геометрическую интерпретацию его 
шагов [8]. Представим систему ортогональных состоя-
ний N кубит в декартовой системе координат. Орту a со-
отнесём суперпозиции состояний, не относящихся к ис-
комому, а  орте b сопоставим в  простом случае 
единственное искомое состояние. Тогда начальное рав-
новероятностное состояние Y0  является вектором, 
чьи координаты в  базисе  a b;( ) составляют 

N
N N
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1 1; :

Рис. 1. Начальное состояние системы в базисе

После воздействия оракулом на кубит его составляю-
щая по  второй орте обретает отрицательное значе-

ние  — координаты становятся N
N N
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ким образом, происходит отражение вектора 
относительно орты a  — на угол, равный 2q , где q  — 
угол между ортой a  и начальным состоянием.

Рис. 2. Инверсия начального состояния относительно 
орты a

Следующим шагом является инверсия относительно 
среднего — изначального равновероятностного состоя-
ния Y0 . [9] Угол между состоянием Y1  и  Y0  со-
ставляет 2q , соответственно отражение переводит век-
тор состояния из  угла �q  в  угол 
� + =q q q2 2 3*  — в состояние Y2  соответственно.

Рис. 3. Полный цикл инверсий

Операции повторяются до  тех пор, пока вектор со-
стояния не приблизится к орте b . Последовательность 
приближения представляет собой алгебраическую про-
грессию с шагом в  2q . Если N  велико, то угол 2q  можно 

приблизить выражением 2 1*
N

, и оценить количество 

итераций, необходимых для достижения угла p
2

 равным 

p
4

N .

Рассмотрим применимость алгоритма Гровера [10] 
к малым значениям N для формирования рекомендаций 
и правил к применению алгоритма. 

В случае, если N=1 количество возможных оракулов 
составляет 2 — один оракул определяет как искомое со-
стояние 0 , второй — 1 . Тогда применение алгоритма 
определяет изначальный угол q  равен 

arcsin / arcsin /1 2 1 2
4

N = = p . Можно заметить, что 

в  таком случае алгебраическая последовательность 

q p pn n( ) = +
4

2
4

* *  не  сходится к  p
2

 и  приобретает 

периодический характер с  постоянными модулями ам-
плитуды состояния по ортам базиса.

При N=2 количество оракулов, определяющих един-
ственное искомое состояние, равно 4 — на  каждое 
из  возможных состояний. Угол q  между равновероят-

ностным состоянием и ортой a �  равен arcsin / .1 4
6

= p  

Как было показано ранее, одноразовое применение 
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цикла алгоритма переводит всю систему к 100 % вероят-
ности отношения к искомому состоянию. 

Дальнейший рост количества кубит ведёт к  экспо-
ненциальному уменьшению величины начального угла 
q  — динамика представлена на графике ниже:

Рис. 4. Зависимость логарифма угла начального 
состояния от мощности квантовой системы

Аналитическое выражение количества циклов алго-
ритма определяет количество обращений к паре инвер-
сий для первого приближения состояния системы к не-
обходимому [11]. 

Установим новую цель — добиться наилучшего при-
ближения к  искомому состоянию за  количество ите-
раций, не  превышающих количества всех возможных 
состояний системы для сохранения преимущества над 
переборным алгоритмом.

Моделирование решения такой задачи для систем 
от  2 до  18 кубит в  сравнении с  первым приближением 
и объёмом полного перебора представлено на графике 
рис. 5.

Таким образом, экспериментально показано, что 
первое приближение алгоритма Гровера зачастую 

достигает не  лучшего приближения, но  реализуется 
за предельно малое количество обращений к циклу. Так 
же заметно, что часто лучшее приближение достигается 
за количество обращений, близкое к полному перебору, 
но и в этой последовательности есть исключения — так, 
при N=5 лучшее приближение достигается буквально 
на следующей итерации после первого приближения — 
на  5-ом обращении в  сравнении с  4. Так же тенденция 
существенно нарушается при N=16 и 17. 

Заключение

Таким образом, в  статье приведён обзор математи-
ческой основы моделирования квантового поискового 
алгоритма Гровера. Сформулирована задача на опреде-
ление оптимального числа итераций алгоритма с целью 
наилучшего приближения состояния квантовой системы 
к искомому. Полученные результаты могут лечь в буду-
щие системы квантовых вычислений, использующих ал-
горитм Гровера в промежуточных этапах.

Рис. 5. Экспериментальная оценка оптимального 
количества обращений к алгоритму в зависимости 

от мощности квантовой системы
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