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Аннотация. В работе представлен новый подход к  определению решения 
интервальных систем линейных алгебраических уравнений (ИСЛАУ), отлич-
ный от  классических теоретико-множественных трактовок. Вводится по-
нятие строгого множества решений, которое определяется как множество 
интервальных векторов {X}, для которых результат стандартного интерваль-
ного умножения [A] ∙ {X} находится в  отношении поглощения с  заданной 
правой частью {B}. Данное определение является алгебраическим и вычис-
лительно ориентированным, так как допускает прямую алгоритмическую 
проверку с  учётом машинной погрешности. Также в  статье предлагается 
метод нахождения {X} и метод проверки принадлежности полученного ре-
шения строгому множеству решений.
Помимо формального определения и  иллюстративного примера, в  статье 
рассматриваются сферы практического применения подхода: от  устойчи-
вого инженерного проектирования и решения интервальных обратных за-
дач до формальной верификации алгоритмов. Результаты показывают, что 
строгое множество решений предлагает принципиально новый инструмент 
для задач, требующих математически гарантированных результатов в усло-
виях параметрической неопределённости.
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множество решений, интервальная матрица, интервальный вектор.
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Введение

Интервальная система линейных алгебраических 
уравнений (ИСЛАУ) отличается от системы линей-
ных алгебраических уравнений (СЛАУ) тем, что 

она может содержать интервальные числа, т.е такие чис-
ла, которые записываются в виде:

x = [ ] = О � Ј Ј +{ }x x x x x x x x, |R�� ср срD D  (1)

где:
x — интервальное число, которое обычно записыва-

ется полужирным шрифтом;
x  и x  — нижняя и верхняя границы x соответственно;
xср — среднее значение x;
Δx — радиус x [1].

В общей форме ИСЛАУ записывается аналогично 
СЛАУ:
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где:

aij и  bi — интервальные коэффициенты с индексами 
i ∈ 1, 2, …, n и j ∈ 1, 2, …, m;

xj — интервальная неизвестная величина, которую 
необходимо определить.

В матричной форме ИСЛАУ записывается как равен-
ство:

A X B[ ] { } = { }�                                         (3)

где:
интервальная матрица [A] состоит из  интервальных 

элементов aij;

интервальный вектор правой части {B} состоит из ин-
тервальных элементов bi;

интервальный вектор решения {X} состоит из интер-
вальных элементов xj;

в таком контексте i — номер строки, а  j — номер 
столбца матрицы [A].
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В отличие от  СЛАУ, для ИСЛАУ существуют различ-
ные определения решений, а  точнее, множеств реше-
ний. На практике их можно упростить в связи с тем, что 
матрица [A] обычно квадратная, то есть, количество ин-
тервальных линейных алгебраических уравнений равно 
количеству интервальных неизвестных величин и равно 
n. В  данной статье будем рассматривать только такой 
случай.

1.	 Обобщёнными множествами решений интер-
вальной системы уравнений называют множества 
вида:
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где Q1, Q2, …, Qn^2+n — логические кванторы ∀ или ∃;  
(z1, z2, …, zn^2+n) := (a1, …, an^2, b1, …, bn) ∈ Rn

^2+
n — агреги-

рованный вектор параметров рассматриваемой систе-
мы уравнений; (z1, z2, …, zn^2+n) := (a1, …, an^2, b1, …, bn) ∈ 
IRn^2+n — агрегированный вектор интервалов возможных 
значений этих параметров; (π1, π2, …, πn^2+n) — некоторая 
перестановка натуральных чисел 1, 2, …, n2+n.

Следующие множества решений являются частными 
случаями этого

2.	 Объединённым множеством решений называется 
множество

X R A B A X Bn{ } О $[ ] О [ ]( ) ${ } О { }( ) [ ]{ } = { }( ){ }| A B (5)

Эта означает: «найдутся такие матрица [A] и  вектор 
{B}, что равенство выполняется».

3.	 Допустимым множеством решений называется 
множество

X R B A A X Bn{ } О "{ } О { }( ) $[ ] О [ ]( ) [ ]{ } = { }( ){ }| B A (6)

Эта означает: «для любого вектора {B} можно найти 
такую матрицу [A], что равенство выполняется».

4.	 Контрольным множеством решений называется 
множество

X R A B A X Bn{ } О "[ ] О [ ]( ) ${ } О { }( ) [ ]{ } = { }( ){ }| A B (7)

Эта означает: «для любой матрицы [A] можно найти 
такой вектор {B}, что равенство выполняется» [2].

1. Другой подход к определению множества 
решений

Несмотря на  свою фундаментальность, перечис-
ленные множества решений обладают одним общим 

свойством: они описывают совокупность точечных ре-
шений, так называемую оболочку решений, но не дают 
единого интервального вектора, который можно было 
бы формально подставить в  исходную систему. Иными 
словами, для них не выполняется прямое интервальное 
равенство (3). Это создаёт разрыв между абстрактным 
описанием решения и  возможностью его алгебраиче-
ской верификации. Для преодоления данного разрыва 
в данной статье будет рассмотрена концепция строгого 
множества решений, определяемого именно как мно-
жество таких интервальных векторов {X}, для которых 
равенство (3) выполняется в смысле стандартных опера-
ций интервальной арифметики.

Для начала разберёмся, как это будет работать с ли-
нейным уравнением вида:

a x b� =                                            (8)

Определение 1. Строгое множество решений интер-
вального уравнения — это все значения интервальной 
неизвестной величины x, при которых равенство выпол-
няется.

То есть, при подстановке этого решения в исходное 
уравнение должно получиться тождество. Разберём 
на примере.

Пример 1.

Пусть a = [17, 18], а b = [187, 216].

Тогда уравнение (8) можно записать так:

17 18 187 216, ,� �� x =] [йл щы                            (9)

Попробуем решить это уравнение классическим спо-
собом при помощи интервального деления:
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Подставим результат в уравнение (9) для проверки:
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Очевидно, тождество не получилось. Тогда попробу-
ем определить, чему должны быть равны нижняя и верх-
няя границы x, чтобы получилось тождество. Поскольку 
все границы a и  b положительные, можно предполо-
жить, что обе границы x тоже положительные. Тогда, 
зная, что x   ≤ x , границы b можно определить следую-
щим образом:

b x x x x x
b x x x x x

= ( ) = =
= ( ) = =

min , , ,
max , , ,

17 17 18 18 17 187
17 17 18 18 18 2116

м
н
о

          (12)



83Серия: Естественные и технические науки № 2-2 февраль 2026 г.

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

Из чего следует:

x = й
лк

щ
ыъ

= [ ]187
17

216
18

11 12, ,                 (13)

Подставим результат в уравнение (9) для проверки:

17 18 11 12 17 11 18 12 187 216, , , ,[ ] [ ] = [ ] = [ ]� � � �  (14)

Таким образом, множество решений, полученное 
в (13) является строгим множеством решений.

2. Строгое решение интервальной системы 
линейных алгебраических уравнений

Интервальное уравнение (8), фактически, является 
частным случаем (3) с  n = 1. На практике n может быть 
очень большим, в  связи с  чем для решения ИСЛАУ за-
частую используются технические средства. Использо-
вание технических средств приводит к  появлению по-
грешностей округления. Для интервальной арифметики 
было определено правило направленного округления 
в таком случае: нижняя граница интервала округляется 
всегда вниз, а верхняя — вверх [3]. Это приводит к суще-
ственному усложнению нахождения строгого множества 
решений ИСЛАУ. В  данной работе рассмотрим простой 
случай — уменьшим строгость определения для учёта 
погрешности округления.

Определение 2. Строгое множество решений интер-
вальной системы линейных алгебраических уравне-
ний  — это множество всех интервальных векторов {X}, 
для которых вычисленный результат умножения погло-
щает исходную правую часть {B} с точностью до заранее 
выбранного малого неотрицательного параметра ε.

Для пояснения введём вектор {Ε} размером n2, у ко-
торой каждый элемент является интервалом [–ε, ε]. Тогда 
для строгого множества решений должно быть истиной:

A X B A X B[ ] { } К { }( ) [ ] { } Н { } + { }( )З� � E    (15)

Параметр ε должен выбираться исключительно 
с учётом особенностей округления в процессе опреде-
ления X.

Простой пример: решим систему из 2 уравнений с 3 
значащими цифрами после запятой. Параметр ε можно 
взять на один порядок больше, например, ε = 0.01.

Пример 2.
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Поскольку все значения положительные, можно раз-
делить ИСЛАУ на 2 СЛАУ — по одной на нижнюю и верх-
нюю границы:
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Дальше решаем их любым способом и выполняем на-
правленное округление x: x   = (2.453, 3.128)T, x  = (2.458, 
3.132)T.

Теперь сделаем проверку (15):
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Как видно, [A] ∙ {X} ⊇ {B}. Теперь добавим {Ε}:
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Таким образом {B} + {Ε} ⊇ [A] ∙ {X}.

3. Метод нахождения строгого  
множества решений

Указанный ранее метод решения ИСЛАУ при помощи 
разделения его на 2 СЛАУ подходит только при условии 
знакопостоянства [A]. Теперь найдём более общий ме-
тод и начнём с частного случая (8).

Задача нахождения такого x, фактически, является за-
дачей восстановления одного множителя по известному 
второму множителю и произведению, а также, в отличие 
от  интервального деления, является обратной для ин-
тервального умножения. Сложность заключается в  ис-
пользовании интервальным умножением необратимых 
функций «min» и «max».

Первым делом определим в  каком случае x может 
быть найден, а точнее, могут быть найдены его нижняя 
и  верхняя границы. В  этом вопросе следует обратить 
внимание на знаки a и x. Разберём по 3 случая для каж-
дого из них: интервал строго меньше 0, интервал строго 
больше 0 и интервал содержит 0 и составим таблицу 1.

Первое, на что стоит обратить внимание — это то, что 
не во всех случаях используются обе границы x. Это го-
ворит о том, что случай 0 ∈ a необходимо рассмотреть 
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отдельно. Для a, не содержащих 0, можно вывести про-
стую формулу нахождения x, уникальную для каждого 
случая:

x x a= йл щы > >{ }b a b a/ , / , ,0 0                 (21)

x x a= йл щы { }b a b a/ , / , ,0 0                    (22)

x x a= йл щы >{ }b a b a/ , / , , 0 0               (23)

x x a= йл щы > <{ }b a b a/ , / , ,0 0                (24)

x x a= йл щы < <{ }b a b a/ , / , ,0 0                 (25)

x x a= йл щы <{ }b a b a/ , / , , 0 0                (26)

Для понимания проблемы знакопеременного a ис-
пользуем пример.

Пример 3.

�[ ] [ ] = �[ ]17 18 11 12 204 216, , ,� � ��                (27)

Попробуем восстановить x из a и b, как в примере 1, 
но с использованием таблицы 1:
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Из чего следует:
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Что не  даёт никакой информации о  x . Кроме того, 
в данной задаче считалось, что мы знаем все знаки, но на 
практике мы вполне можем не иметь никакой информа-
ции о знаках границ x. Тем не менее, некоторая инфор-
мации о x  всё же имеется.

Во-первых, при работе с правильными интервалами 
x   ≤ x , т.е x  ≤ 12.

Во-вторых, если x  ≤ 0, то поведение функций min 
и  max меняется на  другой столбец таблицы 1, то есть, 
с учётом (28), можно записать:
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Таким образом x  = [–11.334, 12] — нижняя граница 
множества x сама является множеством, причём исход-
ное (27) значение 11 тоже в  него входит. Тем не  менее, 
наиболее корректным решением будет использование 
нижней границы этого множества в  качестве нижней 
границы x. Проверим, что всё правильно подстановкой 
в (27):

�[ ] �[ ] = �[ ] =

= �[ ]
17 18 11 334 12 18 11 334 18 12

204 012 216

, . , . ,

. ,

� � �

�
(32)

Разница с  (27) появилась в  связи с  округлением x , 
можно считать, что она не превышает ε.

Теперь можно сформулировать решение для такого 
случая:

x

x a

= ( ) ( )йл щы
>{ }

min / , / , / , / ,

,

b ba b a a b amax

0 0
      (33)

Аналогичным образом выводятся:

x

x a

= ( ) ( )йл щы
<{ }

min / , / , / , / ,

,

b ba b a a b amax

0 0
        (34)

Таблица 1. 
Результат работы функций «min» и «max»

x xЈ < <( )0 0� x x xЈ Ј ( )0 0� x  0 0< Ј >( )x x � x

a aЈ < <( )0 0� a
b a x= �
b a x= �

b a x= �
b a x= �

b a x= �
b a x= �

a aЈ Ј ( )0 0� a 
b a x= �
b a x= �

b a x a x= ( )min � �,

b a x a x= ( )max ,� �

b a x= �
b a x= �

0 0< Ј >( )a a � a
b a x= �
b a x= �

b a x= �
b a x= �

b a x= �
b a x= �
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x

x a

= ( ) ( )йл щы
{ }

min / , / , / , / ,

,

b ba b a a b amax

 0 0
       (35)

На основании таблицы 1, примера 3 и формул (33–35) 
можно сделать вывод, что при a ∋ 0 обе границы x могут 
быть восстановлены только в том случае, когда выполня-
ется следующее условие:

a a

a a

x a x x a x

x a x x a x

� � � �

� � � �

<( ) <( )
>( ) >( )

З И
И З

      (36)

Однако, для соответствия определению 2 восстанав-
ливать обе границы x не требуется. В таком случае мож-
но объединить формулы (33–35) в одну:

x a= ( ) ( )йл щы { }min / , / , / , / ,b ba b a a b amax  0 (37)

Как было указано выше, про знак x может не  быть 
никакой информации, в  таком случае, при знакопосто-
янстве a потребуется решить 3 уравнения и проверить 
соответствия условия для x с его результирующим зна-
чением [4].

4. Модификация метода для работы с ИСЛАУ

В отличие от уравнения, в ИСЛАУ значение каждого 
интервала вектора {B} складывается из нескольких пар 
множителей:

b a xi
j

n

ij j=
=

е
1

                                   (38)

С одной стороны, это значит, что формулы (21–26) всё 
ещё актуальны для каждого отдельно взятого слагаемо-
го, но с другой получается, что для вычисления каждого 
bi может быть использовано несколько xj, что делает не-
возможным проведение проверки (36) через границы b, 
как это делается в (37).

Это приводит к необходимости решения СЛАУ вида:

A X B’ ’ ’[ ] { } = { }�                             (39)

где матрица [A’] будет иметь размер (2n)2
 и должна быть 

невырожденной; векторы {X’} и {B’} — размер 2n.

Для записи такой СЛАУ в матричном виде можно за-
писать по очереди все границы интервальных векторов 
{X} и {B} таким образом, чтобы сначала шли парой ниж-
няя и верхняя границы одного элемента, потом следую-
щего и тд. Тогда интервальную матрицу [A] можно будет 
записать в матрицу [A’] по блокам, то есть каждый эле-
мент [A] будет соответствовать блоку размером 22. Блоки 
можно составить на основе формул (21–26) следующим 
образом:
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Можно отметить наличие частного случая — наличие 
одного и того же знака у всех aij позволяет разделить ИС-
ЛАУ на 2 СЛАУ — одну для нижних границ, а другую — 
для верхних [4], что было использовано в  примере 2. 
К сожалению, в связи с тем, что для вычисления каждого 
bi может быть использовано несколько xj, с (37) сделать 
так же не получится. Тем не менее всё ещё можно соста-
вить 4 блока, только один из которых позволит получить 
верное решение. Таким образом каждый случай aij ∋ 0 
увеличивает количество вычислений в  4 раза. Не  обя-
зательно выполнять все вычисления, поскольку чаще 
всего подходящим является один из  блоков (46, 49), 
который подставляет в  ненулевые ячейки наибольшую 
по модулю границу.
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Осталось проверить этот метод на примере. Попро-
буем решить популярную интервальную линейную си-
стему [5].

Пример 4.

2 4 2 1
1 2 2 4

2 2
2 2

, ,
, ,

,
,

[ ] �[ ]
�[ ] [ ]

й

л
к

щ

ы
ъ { } =

�[ ]
�[ ]

м
н
о

ь
э
ю

� X                (50)

Возьмём ε = 0.01. Поскольку знаки x1 и  x2 неизвест-
ны, а также присутствуют два aij ∋ 0, в худшем случае, не-
обходимо решить 3n ∙ 42 = 144 СЛАУ. Предположим, что 
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оба интервала содержат 0, а для случаев a12 ∋ 0 и a21 ∋ 0 
подставим блоки, соответствующие (49) и (46), поскольку 
наибольшие модули у границ -2 и 2, соответственно.

Пусть x1 ∋ 0 и x2 ∋ 0, тогда, используя (42, 45, 46, 49), 
можно составить СЛАУ:
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Решением этой СЛАУ будет {X’} = (–0.334, 0.334, –0.334, 
0.334)T. Это решение подходит по знакам, теперь прове-
рим выполнение (15).
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Как видно, [A] ∙ {X} ⊇ {B}. Теперь добавим {Ε}:
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Таким образом {B} + {Ε} ⊇ [A] ∙ {X}.

Нам повезло, что решение было найдено с 1 попытки 
из 144. Но не стоит пугаться, поскольку на практике, на-
пример, в математической физике, {X} может обозначать 
такую величину, которая не может быть отрицательной, 
а [A] редко содержит элементы с разными знаками гра-
ниц, этого достаточно для решения одной СЛАУ, вместо 
экспоненциального количества.

5. Сферы применения строгого множества 
решений

Введение строгого множества решений мотиви-
ровано не  только теоретическим интересом, но  и по-
требностями прикладных задач, где классические те-
оретико-множественные определения оказываются 
недостаточными. Ключевые преимущества подхода, 
гарантированное выполнение условий для всех воз-
можных реализаций параметров и возможность прямой 
алгоритмической проверки, делают его незаменимым 
в следующих областях.

В инженерном проектировании параметры мате-
риалов, нагрузок или геометрии часто известны лишь 
в некоторых пределах (интервалах). Задача устойчивого 
проектирования состоит в  нахождении таких диапазо-
нов управляемых параметров системы, при которых её 
характеристики гарантированно остаются в  заданных 
допустимых пределах при любых вариациях неконтро-
лируемых факторов. 

Строгое множество решений {X} является именно 
таким диапазоном. Если [A] — интервальная матрица 
влияния, а {B} — допустимый интервал выходных харак-
теристик, то любой конкретный вектор {X} ∈ {X} гаран-
тированно приведёт систему в  состояние {B} ∈ {B} для 
некоторой комбинации параметров [A] ∈ [A]. Это позво-
ляет формально обосновать безопасность и надёжность 
конструкции.

Интервальные обратные задачи — это один из наибо-
лее важных и естественных контекстов для применения 
строгого решения. В обратных задачах по наблюдаемым 
следствиям {B} и известной модели взаимосвязи [A] тре-
буется определить такой интервальный вектор входных 
параметров или воздействий {X}, который точно и гаран-
тированно объясняет все возможные наблюдения.

Строгое множество решений даёт полное описание 
всех таких интервальных входов. Например, в геофизи-
ке это может быть определение диапазона возможных 
глубин залегания пласта по интервальным данным сейс-
мического зондирования [6]. В медицине — оценка ин-
тервала концентраций вещества в ткани по результатам 
томографии с погрешностью [7].

В компьютерных науках, особенно в областях, связан-
ных с безопасностью и надёжностью, существует острая 
потребность в  формальном доказательстве корректно-
сти работы систем при всех возможных входах и состоя-
ниях. Условия инвариантности или безопасности гибрид-
ной системы часто могут быть записаны в виде линейных 
ограничений с неопределёнными параметрами [A]. До-
казательство того, что множество достижимых состоя-
ний {X} удовлетворяет условию безопасности {B}, сво-
дится к проверке отношения (15). Такую проверку можно 
полностью автоматизировать с использованием библи-
отек гарантированных интервальных вычислений, что 
критически важно для сертификации критического ПО.

Таким образом, строгое множество решений зани-
мает уникальную нишу, заполняя пробел между чисто 
теоретическим анализом и потребностями практическо-
го инженерного и компьютерного проектирования, где 
на  первом месте стоят гарантии и  верифицируемость. 
Оно смещает фокус с  вопроса «что возможно?» на  во-
прос «что можно гарантировать?», предлагая методоло-
гию для нахождения безопасных рабочих диапазонов 
параметров в  условиях неизбежной параметрической 
неопределённости.

Заключение

В данной работе представлена новая концепция ре-
шения интервальных систем линейных алгебраических 
уравнений — строгое множество решений. В  отличие 
от  классических теоретико-множественных подходов, 
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объединённого, допустимого и контрольного, предлага-
емое определение имеет ярко выраженную алгебраиче-
скую и вычислительно ориентированную природу. Оно 
формулируется как множество интервальных векторов 
{X}, для которых результат стандартного интервального 
умножения [A] ∙ {X} находится в отношении поглощения 
({B} ⊇ [A] ∙ {X}) с  заданной правой частью {B} при учёте 
гарантированных границ машинной погрешности.

Для этого было введено и  формально определено 
строгое множество решений, адаптированное для прак-
тической верификации на ЭВМ. Ключевым условием вы-
брано отношение поглощения, а  не точное равенство, 
что позволяет корректно работать в условиях конечной 
точности вычислений.

Разработан и  продемонстрирован на  модельном 
примере метод нахождения {X}. Он основан на предпо-
ложении о  работе функций «min» и  «max». Также был 
продемонстрирован метод проверки принадлежности 
полученного решения строгому множеству решений 
с учётом машинной погрешности и направленного окру-
гления.

Выявлены и  систематизированы ключевые сферы 
практического применения нового подхода. Его уни-

кальные преимущества — гарантированность выпол-
нения условий для всех реализаций параметров и  ал-
гебраическая проверяемость — делают его особенно 
востребованным для устойчивого проектирования 
технических систем, решения интервальных обратных 
задач и формальной верификации алгоритмов и крити-
ческих систем.

Таким образом, концепция строгого множества ре-
шений заполняет важный пробел между абстрактной 
теорией интервальных уравнений и  потребностями 
прикладных задач, требующих гарантированных ре-
зультатов и алгоритмической проверяемости. В отличие 
от  известных «формальных» или «алгебраических» ре-
шений, данная концепция изначально учитывает вычис-
лительный контекст.

Перспективы дальнейших исследований видятся 
в развитии эффективных алгоритмов не только для про-
верки, но  и для прямого нахождения или аппроксима-
ции строгого множества решений для широких клас-
сов интервальных матриц, анализе его топологических 
свойств и связи с другими типами решений, а также в бо-
лее детальной адаптации метода к конкретным приклад-
ным областям.
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