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Аннотация. Цель данного исследования состоит в  разработке критериев 
для оценки качества вновь добавляемого симплекса в  рамках алгоритма 
триангуляции методом движущегося фронта. Оценка качества производит-
ся в основном на основе проверки наличия пересечений между симплекса-
ми разной размерности, а также на основе вычисления расстояний между 
ними. Алгоритм движущегося фронта хорошо подходит для сложных геоме-
трических областей, но требует соблюдения критериев при добавлении оче-
редного симплекса на каждом шаге. Был произведен анализ существующих 
возможностей, позволяющих контролировать соблюдение необходимых 
свойств и критериев, на основе которых был сформулирован набор правил, 
которые легли в основу генератора сеток.
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Summary. The purpose of this study is to develop criteria for evaluating 
the quality of a newly added simplex in the context of the advancing 
front triangulation algorithm. The quality assessment is mainly based 
on checking for intersections between simplices of different dimensions, 
as well as calculating the distances between them. The advancing front 
algorithm is well suited for complex geometric regions, but requires 
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Введение

При решении физических задач зачастую возника-
ют системы дифференциальных и  интегральных 
уравнений, которые зачастую решаются с  помо-

щью численных методов с  использованием расчетных 
сеток, которые позволяют дискретизировать сложную 
расчетную область для её представления в конечномер-
ном пространстве.

Несмотря на большое количество различий в них как 
по форме и структуре, так и по способу их построения, 
список предъявляемых к соблюдению свойств сеток до-
статочно часто является идентичным. В частности, доста-
точно популярным свойством, помимо отсутствия само-
пересечений, является свойство конформности. Сетка 
считается конформной, если любые два элемента либо 
не  имеют общих узлов, либо ровно одну общую сущ-
ность более высокого уровня (ребро или грань). Соблю-
дение и поддержание этих свойств требует применения 
и адаптации специальных методик и правил.

В статье описываются сформированные критерии, ко-
торые используются при разработке последовательной 

и  параллельной версиях генератора симплициальных 
сеток [1, 2], который идет в дополнение к разработанно-
му в ИПМ имени Келдыша РАН комплексу MARPLE3D [3]. 
В комплексе для расчетов используются расчетные сет-
ки нерегулярной структуры, в своем основании которые 
состоят из фигур произвольной формы. 

В качестве алгоритма построения таких сеток выбран 
метод движущегося фронта, который заполняет рас-
четную область, стартуя от  её границ по  направлению 
к  «материалу». Алгоритм может применяться как для 
триангуляции поверхностей, так и  для тетраэдризации 
трехмерных областей, хотя и  существуют некоторые 
особенности этих случаев; без ограничения общности 
сформулируем главную его идею. 

Основополагающим является понятие фронта, куда 
включаются ребра, на основании которых нужно постро-
ить новую грань. В  случае триангуляции на  начальном 
этапе для каждой грани исходной геометрии во фронт 
добавляются ребра, полученные в  ходе дискретизации 
её сторон. На каждом шаге из фронта выбирается актив-
ное ребро, наиболее подходящее в зависимости от вы-
бранного критерия, зачастую — ребро с  наименьшей 
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длиной. Вводится новая вершина, позволяющая постро-
ить на  его основании новый треугольник, или же вы-
бирается уже существующая в  случае, если положение 
рассчитанной вершины не удовлетворяет требованиям, 
предъявляемым к сетке. После этого из фронта удаляет-
ся как текущее активное ребро, так и все уже существу-
ющие стороны нового треугольника (если такие были), 
только добавленные стороны при этом добавляются во 
фронт.

Критерии для оценки качества добавляемого 
симплекса

Добавляемый новый треугольник (тетраэдр) должен 
пройти оценку качества. Для этого выделяются основ-
ные типы критериев, используемые для проверки со-
блюдения требуемых свойств сеток:

•	 на основе угловых величин;
•	 на основе определения геометрического пересе-

чения между объектами;
•	 на основе расчета расстояний между объектами.

Критерии на  основе угловых величин обычно ис-
пользуются для формирования более качественных 
треугольных объектов [4, 5, 6, 7], но могут быть исполь-
зованы для того, чтобы отбросить лишние точки из пере-
бора кандидатов [8, 9] еще до использования более тя-
желовесных функций определения пересечения между 
геометрическими объектами. Для текущего активного 
ребра AB треугольник-кандидат ABC не  рассматрива-
ется, если существует ребро AD, смежное AB, такое, что 
cos cosР( ) < Р( )BAC BAD . Это позволяет избегать кон-
фигураций фронта, при которых луч AC хотя бы в неко-
торой окрестности точки A оказывается внутри фронта. 
При  этом повторяется такая проверка для обеих точек 
активного ребра AB и для каждого смежного ему ребра. 
Та же идея применима и к случаю тетраэдризации, ког-
да активной сущностью является грань. В  этом случае 
нужно сравнивать двугранные углы, которые получают-
ся между активной и смежными ей гранями по каждой 
стороне.

Следующим типом метрик оценивания являются кри-
терии на  основе определения геометрического пере-
сечения. На  текущем шаге итерации рассматривается 
пересечение между рассматриваемым треугольником 
(тетраэдром) с сущностями активного фронта (прямоли-
нейными ребрами в  виде отрезков при триангуляции, 
треугольными гранями при тетраэдризации). В  случае 
триангуляции пересечение можно искать напрямую 
с  помощью пар сущностей «треугольник-отрезок», или 
же в некоторых ситуациях с помощью пары «отрезок-от-
резок». При  тетраэдризации, учитывая, что у  тетраэдра 
треугольные грани, отношение «тетраэдр-треугольник» 
для простоты может быть сведено к паре «треугольник-
треугольник», которая, в  свою очередь, с  некоторыми 

дополнениями может быть трансформирована в  пару 
«треугольник-отрезок». Важными вспомогательными 
операциями являются проверки принадлежности точ-
ки треугольнику и тетраэдру; наиболее известными ме-
тодами определения принадлежности являются метод 
на основе барицентрических координат [10, 11], а также 
методы на основе полуплоскостей и сравнения площа-
дей (объемов) [12, 13].

В двумерном случае при определении пересечения 
между парой «отрезок-отрезок» сначала анализиру-
ется, с  какой стороны каждого из  отрезков располага-
ются концы другого; если хотя бы для одного отрезка 
с  одной, то пересечения нет. В  ином случае линейные 
сегменты представляются в  виде уравнения сегмента 
S t A t d d B Ai i i i i i i i( ) = + = �( ), ,, где Ai, Bi  — начало 
и конец отрезка, ti О [ ]0 1;  — параметр, задающий точку 
на этом отрезке (tA = 0, tB = 1). Приравняв два уравнения, 
получаем параметры t1 и  t2, задающие положение точ-
ки пересечения на  первом и  втором линейных сегмен-
тах соответственно. При этом точка пересечения лежит 
в  пределах каждого из  отрезков, т.е. t t1 2 0 1, ; .О [ ] . Если 
пересечения нет, то задача может быть трансформиро-
вана к  поиску кратчайшего расстояния между отрезка-
ми. При  этом для её решения недостаточно просто по-
считать расстояние между соответствующими концами 
двух отрезков, а  следует произвести дополнительные 
операции [13]. В частности, если точка пересечения при-
надлежит только второму отрезку, то параметрическое 
значение ближайшей точки на первом отрезке находит-
ся в виде t A t d A d d d1 2 2 2 1 1 1 1= + �( ) � �/ .

В случае трехмерного пространства задача первона-
чально формулируется в терминах нахождения кратчай-
шего расстояния, поскольку в 3D отрезки, как и линии, 
в  общем случае не  пересекаются. При  этом сама идея 
решения остается прежней.

Следующей является пара «треугольник-отрезок». 
Определение пересечения является достаточно важным 
для задач рейтрейсинга, поэтому зачастую ищется пере-
сечения именно луча, заданного точкой-источником 
и направлением, и треугольника [14, 15, 16], хотя суще-
ствуют и  алгоритмы для исходной постановки задачи 
[17, 18].

В работе [14] авторы фокусируются на  алгорит-
ме, не  требующем предварительного расчета нор-
мали плоскости треугольника. Нахождение точ-
ки пересечения происходит с  помощью системы 
O tD u v p up vp+ = � �( ) + +1 0 1 2 , где слева представ-
лено уравнение луча с источником в точке O и направле-
нием D, t — параметр, определяющий положение точки 
на нем, а справа — уравнение треугольника с помощью 
барицентрических координат, которые позволяют опи-
сать любую точку внутри него. При этом не рассматрива-



82 Серия: Естественные и технические науки № 7 июль 2025 г.

Информатика, вычислительная техника и управление

ется случай, когда треугольник и луч лежат в одной или 
параллельных плоскостях.

В статье [15] точка пересечения также представля-
ется с  помощью барицентрических координат треу-
гольника, при этом предварительно рассчитываются 3 
дополнительные плоскости. Для более быстрого расче-
та используются параллельные инструкции из  набора 
команд SSE4. В  работе [16] сохраняются в  памяти нор-
мали к плоскости треугольника, при этом производятся 
преобразования треугольника таким образом, чтобы 
каждая точка могла быть представлена в двумерных ко-
ординатах. Кроме того, добавляются дополнительные 
тесты, такие, как пересечение луча с  ограничивающим 
пространством треугольника, луча и описывающей сфе-
ры, луча и описанной вокруг треугольника окружности 
и т.д.

Алгоритм [17] определяет наличие пересечения с по-
мощью знаков тетраэдров, получаемых соединением 
вершин треугольника и отрезка, но не позволяет в сво-
ей исходной форме найти саму точку пересечения. В ста-
тье [18] совмещаются идеи, связанные с  определением 
знаков тетраэдров и  нахождением точек внутри них 
с  помощью барицентрических координат, что позволя-
ет, при необходимости, определить точку пересечения, 
и все необходимые для этого вычисления производятся 
в конце.

Последней парой сущностей является пара «треу-
гольник–треугольник». В  работе [19] описывается алго-
ритм, в ходе которого вычисляются плоскости, в которых 
лежат треугольники. В случае, если все точки треуголь-
ника лежат с  одной стороны от  плоскости другого, пе-
ресечений нет. Принадлежность каждой точки единой 
плоскости обрабатывается отдельно по  аналогии дву-
мерному случаю. В  оставшейся ситуации пересечение 
между плоскостями треугольников образует прямую ли-
нию, после чего она проецируется на одну из осей. Рас-
считанные интервалы для каждого треугольника на этой 
прямой пересекаются, что позволяет найти сегмент 
пересечения между треугольниками. В  статье [20] опи-
сывается определение пересечений между плоскостя-
ми треугольников на  основе специальных предикатов, 
определителей матриц, при этом алгоритм не подразу-
мевает нахождение сегмента пересечения, а только сам 
факт его наличия или отсутствия. Описанный в  [21] ал-
горитм оптимизирует вышеописанные подходы за  счет 
уменьшения количества используемых операций и сто-
имости нахождения сегмента пересечения. В работе [22] 
оптимизируется один из шагов алгоритма [19] за счет ис-
пользования дополнительной проекции на плоскость.

В статье [23] авторами предлагается подход, позволя-
ющий классифицировать найденное пересечение (точ-
ка, отрезок или площадь) с  помощью решения систем 

неравенств вида m ax by nЈ + Ј .. При  этом классифи-
кация происходит скорее с помощью логических тестов, 
нежели геометрических. 

Заключительной является метрика расстояния 
между объектами. Помимо расстояния между точками 
и кратчайшего расстояния между отрезками и линиями 
в трехмерном пространстве, нахождение которого опи-
сано выше, можно выделить также расстояние от точки 
до отрезка, треугольника и тетраэдра.

Для определения расстояния между точкой и  пря-
мой линией необходимо найти расстояние между точ-
кой и её проекцией на эту прямую. Если прямая линия 
задана точкам A и  B, то параметр, соответствующий 
проекции точки C на прямую может быть найден в виде 
t C A n B A′ = �( ) �� / , где n B A B A= �( ) �/  есть 
единичный вектор в направлении AB [13]. При решении 
задачи о  поиске расстояния между точкой и  отрезком 
нужно определить, какое значение принимает параметр 
t’; если t′ О [ ]0 1; , то расстояние ищется с этой же точкой, 
в  ином случае нужно искать расстояние с  ближайшим 
к найденной проекции концом отрезка AB.

В [13] предлагается эффективный подход для на-
хождения кратчайшего расстояния от  точки P до  тре-
угольника ABC на  основе диаграммы Вороного. Диа-
грамма разбивается на  6 регионов, по  одной вокруг 
каждой вершины треугольника и  его сторон. Чтобы 
проверить, лежит ли ближайшая точка в  области по-
зади вершины A, анализируются скалярные произ-
ведения d AB AP d AC AP1 2= ( ) = ( )� �� � �� � ��� � ��

� �, . Если d1 и  d2 
не  являются положительными величинами, то бли-
жайшая точка к  P в  треугольнике ABC есть вершина 
A. Ближайшая точка лежит на  ребре AB, если выпол-
няется каждое из  условий vc d dЈ і Ј0 0 01 3, , , где 
vc d d d d d AB BP d AC BP= � = ( ) = ( )1 4 3 2 3 4* * , , ;

� �� � �� � ��� � ��
� �  

кратчайшее расстояние в  таком случае есть расстоя-
ние от точки P до её проекции на ребро AB. Для других 
вершин и  ребер вычисления производятся схожим об-
разом. В случае, если точка не принадлежит ни одному 
из регионов, считается ортогональная проекция точки P 
на треугольник ABC с помощью барицентрических коор-
динат.

Поиск расстояния от  точки до  тетраэдра, в  случае, 
если точка не  лежит внутри него, может решаться на-
хождением минимального расстояния от точки до каж-
дой треугольной грани тетраэдра, при этом также может 
применяться идея с диаграммой Вороного, которая бу-
дет включать уже 14 областей [13].

Используемые в генераторе правила

Геометрическая модель поступает на вход програм-
мы в формате граничного представления, работа с ней 
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ведется через ядро OpenCascade [1]. OpenCascade по-
зволяет работать с  ребрами и  гранями модели в  пара-
метрическом представлении кривой и поверхности со-
ответственно. Пользователем задается идеальный шаг 
сетки h, а  также максимально допустимое расстояние 
между соседними точками e. В программе определяется 
единый обход контура, т.е. определено, в какую сторону 
от текущей активной сущности должны строиться новые.

Генератор работает со структурами данных, исполь-
зуемыми в MARPLE3D [3]. Каждая добавляемая сущность 
получает уникальный индекс, отличающий её от  уже 
существующих. Для определения близких точек и борь-
бы с  дубликатами используется специальная структура 
на  основе двоичного дерева поиска, позволяющая для 
каждого узла в  декартовых координатах получать хэш-
индекс. В  памяти хранятся отношения инцидентности 
и  смежности, позволяющие, например, получить номе-
ра вершин ребра по  его индексу или ребра, смежные 
по узлу соответственно.

При триангуляции проверка качества сетки проис-
ходит как в декартовых, так и параметрических коорди-
натах. Для соблюдения угловых метрик для текущего ак-
тивного ребра обрабатываются ему смежные по обеим 
его вершинам; при этом метрики рассчитываются только 
для ребер, второй конец который лежит с нужной сторо-
ны от текущего активного (определяется знаком косого 
произведения в параметрическом пространстве).

Допустимость построения нового треугольника про-
веряется с помощью параметрических координат и сущ-
ностей «отрезок–отрезок», что позволяет ускорить про-
цесс проверки геометрических пересечений. Поскольку 
на  данном этапе идет работа с  прямолинейными ре-
брами, то в параметрическом представлении они пред-
ставлены в  виде прямолинейных ребер. В  полученном 
двумерном пространстве треугольник и отрезок фронта 
пересекаются тогда и только тогда, когда отрезок фронта 
пересекает одну из сторон треугольника, при этом теку-
щее активное ребро уже находится во фронте, а значит, 
прошло все проверки. Таким образом, необходимо толь-
ко проверить пересечение между двумя другими сторо-
нами треугольника и  близкими ребрами из  активного 
фронта. В то же время, из этих ребер отбираются только 
не имеющие общих вершин с текущим активным. Поми-
мо этого, проверяется, что ни одна из  вершин фронта 
не лежит внутри рассматриваемого треугольника.

В качестве метрик расстояния используются рас-
стояния от узлов фронта до ребер и граней рассматри-
ваемого треугольника; рассматриваются только точки, 
не  являющиеся вершинами треугольника. Минималь-
но допустимое расстояние выбирается в  диапазоне 
0.15h–0.25h. Показатель выбран эмпирически для регу-
лирования качества сетки.

При тетраэдризации в  качестве угловых метрик ис-
пользуются двугранные углы между смежными с  те-
кущей активной гранями, при этом для каждого ребра 
грани метрика рассчитывается отдельно. Идет перебор 
только среди таких граней, третья вершина которых на-
ходится в положительной полуплоскости относительно 
текущей активной с  помощью одной из  вершин треу-
гольника и его нормали.

Геометрическое пересечение рассматриваемого те-
траэдра с  активным фронтом треугольных граней про-
исходит с  помощью пары сущностей «треугольник-от-
резок». Алгоритмы «отрезок-отрезок» не  позволяют 
определить пересечения внутри области, в то же время 
алгоритмы вида «треугольник-треугольник» имеют зна-
чительные трудности при определении всего сегмента 
пересечения в  случае, например, если треугольники 
имеют общую сторону. В  общем случае, тетраэдр ABCD 
проходит проверку с  треугольником PQR из  активного 
фронта, если соблюдаются все следующие условия:

•	 Грани тетраэдра ABCD не пересекаются с ребрами 
треугольника PQR;

•	 Треугольник PQR не  пересекается с  ребрами те-
траэдра ABCD;

•	 Ни одна из точек треугольника PQR не лежит вну-
три тетраэдра ABCD.

Рис. 1. Построенная сетка на модели linkrods

Рис. 2. Построенная сетка на модели screw
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Для определения пересечения в настоящий момент 
используется описанный в [14] алгоритм (как самый про-
веренный и  надежный) с  некоторыми дополнениями. 
В  частности, если отрезок является ребром треуголь-
ника, то это считается допустимым пересечением. Если 
у  треугольника и  отрезка одна вершина, то источник 
луча перемещается во второй конец ребра, и единствен-
ное допустимое пересечение между треугольником 
и ребром есть общая вершина. В случае, если общих вер-
шин нет, в качестве источника выбирается любая верши-
на, и допустимых общих точек пересечения нет.

В качестве метрик расстояния используются рас-
стояние между ребрами тетраэдра и ребрами активных 
граней фронта, расстояние от новой вершины тетраэдра 
до активных граней фронта, а также расстояние от узла 
фронта до рассматриваемого тетраэдра.

Результат работы последовательной версии генера-
тора с используемыми правилами представлен на моде-
лях linkrods и screw, распространяемыми вместе с ядром 
OpenCascade.

Заключение

В ходе исследования были сформулированы основ-
ные критерии, используемые для оценки качества оче-
редного симплекса, состояния расчетной сетки в момент 
её построения и  после. На  основе проведенных иссле-
дований был сформирован и  обоснован набор правил, 
используемых в разработке последовательной и парал-
лельной версиях генератора симплициальных сеток. 
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